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Îäíà åêñòðåìàëüíà çàäà÷à äëß
ôóíêöiîíàëó äðóãîãî òèïó ó âèïàäêó
÷àñòèííî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé
Ó äàíié ðîáîòi ìè ðîçãëßäà¹ìî îäíó åêñòðåìàëüíó çàäà÷ó íà çíàõîäæå-
ííß ìàêñèìóìó ôóíêöiîíàëó, òàê çâàíîãî, "äðóãîãî òèïó", íà ñèñòåìàõ
÷àñòêîâî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé.
In this paper we consider one extremal problem of be found the maximum
functional, so-called "second type", in the case of partially non-overlapping
domains.
Âñòóï. Ïðåäñòàâëåíà ðîáîòà íàëåæèòü âiäîìié òåìàòèöi ãåîìåòðè-
÷íî¨ òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíîãî çìiííîãî  åêñòðåìàëüíèì çàäà÷àì
íà êëàñàõ îáëàñòåé, ùî ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñß. Ïî÷àòîê öi¹¨ òå-
ìàòèêè ïîâ'ßçóþòü ç äîáðå âiäîìîþ ðîáîòîþ 1934 ðîêó Ì.À. Ëàâðåí-
òü¹âà [1]. Ó ßêié âií çíàéøîâ ìàêñèìóì i âèçíà÷èâ ðîçìiùåííß åêñ-
òðåìàëüíèõ îáëàñòåé ôóíêöiîíàëó, ùî ñêëàäà¹òüñß ç äîáóòêó âíóòði-
øíiõ ðàäióñiâ äâîõ îäíîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé âiäíîñíî ôiêñîâàíèõ òî÷îê
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Âiäìiòèìî, ùî öåé ðåçóëüòàò çíàäîáèâñß éîìó
äëß äåßêî¨ àåðîäèíàìi÷íî¨ çàäà÷i. Â 1947 ðîöi Ã.Ì. Ãîëóçèí ðîçâ'ßçàâ
àíàëîãi÷íó çàäà÷ó äëß òðüîõ ôiêñîâàíèõ òî÷îê êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè
[2]. Ïiñëß öüîãî öß òåìàòèêà ïî÷àëà ñòðiìêî ðîçâèâàòèñß. Â çâ'ßçêó ç
öèì ìîæíà ïðèãàäàòè ðîáîòè áàãàòüîõ àâòîðiâ, çîêðåìàÞ.. Àëåíiöè-
íà, Ì.À. Ëåáåäåâà, Äæ. Äæåíêiíñà, Ï.Ì. Òàìðàçîâà, Ï.Ï. Êóôàðåâà,
c© Institute of Mathematics, 2015
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À.Å. Ôàëåñà i áàãàòîõ iíøèõ. Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî ó 1975 ðîöi Ã.Ï. Áà-
õòiíà, âèêîðèñòîâóþ÷è iäåþ Ï.Ì. Òàìðàçîâà, âïåðøå ðîçâ'ßçàëà åêñ-
òðåìàëüíó çàäà÷ó ç òàê çâàíèìè "âiëüíèìè ïîëþñàìè" íà îäèíè÷íîìó
êîëi. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiîíàë çàëåæèòü íå òiëüêè âiä îáëàñòåé, à é
âiä ðîçìiùåííß òî÷îê, âiäíîñíî ßêèõ ðîçãëßäà¹òüñß âíóòðiøíié ðàäióñ
(äèâ., íàïð., [3]).
Âàæëèâèé êðîê äëß ðîçâèòêó öi¹¨ òåìàòèêè çðîáèâ Â.Í. Äóáèíií. Ó
ñâî¨õ ðîáîòàõ âií ðîçðîáèâ íîâèé ìåòîä äîñëiäæåííß  ìåòîä êóñêîâî-
ïîäiëßþ÷îãî ïåðåòâîðåííß. Çà äîïîìîãîþ íüîãî âií âïåðøå ðîçâ'ßçàâ
ðßä åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ äëß äîâiëüíî¨, àëå ôiêñîâàíî¨, êiëüêîñòi áà-
ãàòîçâ'ßçíèõ îáëàñòåé, ßêi ïîïàðíî íå ïåðåòèíàþòüñß (äèâ., íàïð., [4
 6]). Çàðàç ïîäiáíîãî ðîäó åêñòðåìàëüíi çàäà÷i âèêîðèñòîâóþòüñß ïiä
÷àñ äîñëiäæåíü ó ãîëîìîðôíié äèíàìiöi.
Â îñòàíí¹ äåñßòèði÷÷ß ç'ßâèâñß íîâèé ìåòîä äîñëiäæåííß  ìåòîä
"êåðóþ÷èõ ôóíêöiîíàëiâ", ðîçðîáëåíèé Î.Ê. Áàõòiíèì. Çà äîïîìîãîþ
íüîãî âäàëîñß ðîçâ'ßçàòè ðßä åêñòðåìàëüíèõ çàäà÷ âæå íå çâ'ßçàíèõ
ç êîëîì, ó ßêèõ òî÷êè âiëüíî ðóõàþòüñß ïî òàê çâàíèõ "ïðîìåíåâèõ
ñèñòåìàõ òî÷îê", ïðè÷îìó, ßê äëß ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, òàê
é äëß âiäêðèòèõ ìíîæèí (äèâ., íàïð., [7  11]).
Îêðåìî ìîæíà âèäiëèòè åêñòðåìàëüíi çàäà÷i íà êëàñàõ ÷àñòèííî-
íåïåðåòèííèõ îáëàñòßõ. Öåé òåðìií îçíà÷à¹, ùî îáëàñòi ìîæóòü ïåðå-
òèíàòèñß, àëå ïðè öüîìó íà ¨õ ìîæëèâèé ïåðåòèí íàêëàäà¹òüñß ïåâíà
äîäàòêîâà óìîâà. Íàïåâíî, îäíi ç ïåðøèõ ïîäiáíèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà
çíàéòè â ðîáîòàõ [12  15]. ßêðàç ðîçãëßäó öüîãî òèïó åêñòðåìàëüíî¨
çàäà÷i i ïðèñâß÷åíà äàíà ðîáîòà. Îäíàê, ñëiä çàóâàæèòè, ùî ðåçóëü-
òàòè, ßêi ðîçãëßíóòi ó äàíié ðîáîòi, ó âèïàäêàõ ïîïàðíî-íåïåðåòèííèõ
îáëàñòåé òà âiäêðèòî¨ ìíîæèíè îòðèìàíi Î.Ê. Áàõòiíèì i ¨õ ìîæíà
çíàéòè, íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [7].
Îñíîâíà ÷àñòèíà. Íåõàé R+  ìíîæèíà äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë,
C  êîìïëåêñíà ïëîùèíà, C = C
⋃ {∞}  ¨¨ îäíîòî÷êîâà êîìïàêòèôi-
êàöiß.
Êðiì òîãî, íåõàé r(B, a) ïîçíà÷à¹ âíóòðiøíié ðàäióñ îáëàñòi B ⊂ C
âiäíîñíî òî÷êè a ∈ B (äèâ., íàïð., [5, 7, 16]).
Ó ðîáîòi, òàêîæ, âèêîðèñòîâó¹òüñß ïîíßòòß êâàäðàòè÷íîãî äèôå-
ðåíöiàëó. Îçíà÷åííß éîãî òà çâ'ßçàíi ç íèì ðåçóëüòàòè äåòàëüíî âè-
êëàäåíi ó ìîíîãðàôi¨ [17].
Íåõàé íàäàëi n  öiëå ÷èñëî, n ≥ 3.
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Îçíà÷åííß 1. Ñêií÷åíå ÷èñëî òî÷îê
An = {ak}nk=1 ⊂ C \ {0} ,
äëß ßêèõ âèêîíóþòüñß ñïiââiäíîøåííß
arg ak =
2pi
n
(k − 1), k = 1, n, (1)
ìè áóäåìî íàçèâàòè ïðîìåíåâîþ ðiâíîêóòîâîþ ñèñòåìîþ òî÷îê.
Äëß êîæíî¨ òàêîé ñèñòåìè ïîçíà÷èìî
Pk(An) := {w : arg ak < argw < arg ak+1} , k = 1, n,
R =
( n∏
k=1
χ
(∣∣∣∣ akak+1
∣∣∣∣n4
))1− 2α
n2
(
n∏
k=1
|ak|
)1+αn
1
n+α
,
äå χ (t) = 12
(
t+ t−1
)
, an+1 = a1, arg an+1 := 2pi.
Íåõàé D  âiäêðèòà ìíîæèíà â C, ßêà ìiñòèòü ðiâíîìiðíó ïðî-
ìåíåâó ñèñòåìó òî÷îê An = {ak}nk=1. Ââåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åííß:
ßêùî a ∈ D, òî D(a)  çâ'ßçíà êîìïîíåíòà D, ßêà ìiñòèòü òî÷êó a;
Dk(ap)  çâ'ßçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè D(ap)
⋂
Pk (An), ßêà ìiñòèòü
òî÷êó ap, p = k, k+ 1 (k = 1, n); Dk(0)  çâ'ßçíà êîìïîíåíòà ìíîæèíè
D(0)
⋂
Pk(An), ßêà ìiñòèòü òî÷êó w = 0.
Îçíà÷åííß 2. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà D, {0} ∪An ⊂
D çàäîâîëüíß¹ óìîâi íåíàëßãàííß âiäíîñíî ïðîìåíåâî¨ ðiâíîêóòîâî¨
ñèñòåìè òî÷îê An, ßêùî âèêîíó¹òüñß óìîâà[
Dk(ak)
⋂
Dk(ak+1)
]⋃[
Dk(0)
⋂
Dk(ak)
]⋃[
Dk(0)
⋂
Dk(ak+1)
]
= ∅,
(2)
k = 1, n ïî âñiì êóòàì Pk.
Îçíà÷åííß 3. Ñèñòåìó îáëàñòåé {Bp}np=0 áóäåìî íàçèâàòè ñèñòåìîþ
÷àñòèííî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé äëß ïðîìåíåâî¨ ðiâíîêóòîâî¨ ñèñòåìè
òî÷îê An = {ak}nk=1, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, k = 1, n, ßêùî
D =
n⋃
p=0
Bp, (3)
äå D  âiäêðèòà ìíîæèíà, ßêà çàäîâîëüíß¹ óìîâi íåíàëßãàííß (2),
âiäíîñíî ïðîìåíåâî¨ ðiâíîêóòîâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An.
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Ðîçãëßíåìî íàñòóïíó çàäà÷ó.
Çàäà÷à. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 3, α ∈ R+. Âèçíà÷èòè ìàêñèìóì âåëè-
÷èíè
rα (B0, 0) ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) ,
äå An  äîâiëüíà ïðîìåíåâî¨ ðiâíîêóòîâî¨ ñèñòåìè òî÷îê âèäó (1), à
{Bp}np=0  äîâiëüíèé íàáið ÷àñòèííî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ùî çàäî-
âîëüíß¹ óìîâi (3), 0 ∈ B0, ak ∈ Bk, B0, Bk ⊂ C, òà îïèñàòè åêñòðåìàëi
(k = 1, n).
Ó ïðèéíßòèõ ïîçíà÷åííßõ ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîáîòè.
Òåîðåìà 1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 3, α ∈ R+, α ≤ n2. Òîäi äëß äîâiëüíî¨
ïðîìåíåâî¨ ðiâíîêóòîâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 òà äîâiëüíî¨
ñèñòåìè ÷àñòèííî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bp}np=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk,
B0, Bk ⊂ C, k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
rα (B0, 0) ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) ≤ rα
(
B
(0)
0 , 0
)
·
n∏
k=1
r
(
B
(0)
k , a
(0)
k
)
,
äå
{
a
(0)
k
}n
k=1
òà
{
B
(0)
p
}n
p=0
 ïîëþñè òà âiäïîâiäíî êðóãîâi îáëàñòi
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 = −
(
n2 − α)wn +Rnα
w2 (wn −Rn)2 dw
2. (4)
Iç òåîðåìè 1 òà òåîðåìè 4 ðîáîòè [4] âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Íàñëiäîê 1. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 3, α ∈ R+, α < n2. Òîäi äëß äîâiëüíî¨
ïðîìåíåâî¨ ðiâíîêóòîâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 òà äîâiëüíî¨
ñèñòåìè ÷àñòèííî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bp}np=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk,
B0, Bk ⊂ C, k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
rα (B0, 0) ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) ≤
(
4
n
)n
·
(
4α
n2
)α
n(
1− αn2
)n+αn ·
(
n−√α
n+
√
α
)2√α
·Rn+α.
Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñßãà¹òüñß, êîëè òî÷êè {ak}nk=1 òà
îáëàñòi {Bp}np=0 ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè òà êðóãîâèìè îáëàñòßìè
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó ( 4).
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Ïðè α = n2 ç òåîðåìè 1 âèïëèâà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.
Íàñëiäîê 2. Íåõàé n ∈ N, n ≥ 3. Òîäi äëß äîâiëüíî¨ ïðîìåíå-
âî¨ ðiâíîêóòîâî¨ ñèñòåìè òî÷îê An = {ak}nk=1 òà äîâiëüíî¨ ñèñòå-
ìè ÷àñòèííî-íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé {Bp}np=0, 0 ∈ B0, ak ∈ Bk,
B0, Bk ⊂ C, k = 1, n ñïðàâåäëèâà íåðiâíiñòü
rn
2
(B0, 0) ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) ≤ n−n ·
n∏
k=1
|ak|n+1
χ
(∣∣∣ akak+1 ∣∣∣n4) .
Çíàê ðiâíîñòi â öié íåðiâíîñòi äîñßãà¹òüñß, êîëè òî÷êè {ak}nk=1 òà
îáëàñòi {Bp}np=0 ¹, âiäïîâiäíî, ïîëþñàìè òà êðóãîâèìè îáëàñòßìè
êâàäðàòè÷íîãî äèôåðåíöiàëó
Q(w)dw2 = − dw
2
w2 (wn −Rn)2 .
Äîâåäåííß òåîðåìè 1. Çãiäíî âèçíà÷åííß ñèñòåìè ÷àñòèííî-
íåïåðåòèííèõ îáëàñòåé, ñïiââiäíîøåííßì (3) ââåäåíî âiäêðèòó ìíîæè-
íó D, ßêà çàäîâîëüíß¹ (2). Çâiäñè ìà¹ìî,
Bp ⊂ D, k = 0, n. (5)
Êîðèñòóþ÷èñü ðåçóëüòàòàìè ðîáiò [4, 5, 7, 16], ç (5) îòðèìà¹ìî
r (B0, 0) ≤ r (D, 0) ,
r (Bk, ak) ≤ r (D, ak) , k = 1, n. (6)
Ïåðåìíîæóþ÷è íåðiâíîñòi (6) ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
rα (B0, 0) ·
n∏
k=1
r (Bk, ak) ≤ rα (D, 0) ·
n∏
k=1
r (D, ak) .
Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 5.2.2 [7], îòðèìà¹ìî îñòàòî÷íèé ðå-
çóëüòàò. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
Íà ñàì êiíåöü, õî÷ó âèðàçèòè ïîäßêó Áàõòiíó Îëåêñàíäðó Êî-
ñòßíòèíîâè÷ó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i òà ðßä öiííèõ âêàçiâîê ïiä ÷àñ
¨¨ ðîçâ'ßçàííß.
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